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Teoria grafurilor

Notiuni introductive
1.1 Terminologie

Graf < orice multime finita V, prevazuta cu o relatie binara interna E. Notam graful cu G=(V,E).
Graf neorientat < un graf G=(V,E), in care relatia binara este simetrica: daca (v,w)eE, atunci (w,v)eE.
Graf orientat < un graf G=(V,E), in care relatia binarad nu este simetrica.

Nod < element al mul{imii V, unde G=(V,E) este un graf neorientat.

Virf < element al multimii V, unde G=(V,E) este un graf orientat sau neorientat.

Muchie < element al multimii E ce descrie o relatie existenta intre doua varfuri din V, unde G=(V,E)
este un graf neorientat;

Arc < element al multimii E ce descrie o relatie existenta intre doud varfuri din V, unde G=(V,E) este
un graf orientat;
Arcele sunt parcurse in directia data de relatia varf — succesor_direct. Muchiile unui graf
neorientat sunt considerate ca neavand directie, deci pot fi parcurse in ambele sensuri.

Adiacenta < Varful w este adiacent cu v daca perechea (v,w)eE. Intr-un graf neorientat, existenta
muchiei (v,w) presupune ca w este adiacent cu v si v adiacent cu w.

I

Graf neorientat Graf orientat

in exemplele din figura de mai sus, varful 1 este adiacent cu 4, dar 1 si 3 nu reprezinti o pereche
de varfuri adiacente.
Incidenta < 0 muchie este incidenta cu un nod daca il are pe acesta ca extremitate. Muchia (v,w) este
incidenta 1n nodul v, respectiv w.

Incidenta spre interior < Un arc este incident spre interior cu un véarf, dacd il are pe acesta ca varf
terminal (arcul converge spre varf). Arcul (v,w) este incident spre interior cu
varful w.

Incidenta spre exterior < Un arc este incident spre exterior cu un varf dacd il are pe acesta ca varf
initial (arcul pleaca din varf). Arcul (v,w) este incident spre exterior cu varful
V.

Grad < Gradul unui nod v, dintr-un graf neorientat, este un numar natural ce reprezintd numarul de
noduri adiacente cu acesta.

Grad interior < In cazul unui graf orientat, fiecare nod Vv are asociat un numir numit grad interior si care
este egal cu numarul de arce care il au pe v ca varf terminal (numarul de arce incidente
spre interior).

Grad exterior < In cazul unui graf orientat, fiecare nod v are asociat un numar numit grad exterior si
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care este egal cu numarul de arce care il au pe v ca varf initial (numarul de arce
incidente spre exterior).

Varfizolat << Un varf cu gradul 0.

Varf terminal < Un varf cu gradul 1.

(1] (6 | Varful 5 este terminal (gradul 1).

Varful 6 este izolat (gradul 0).

Varfurile 1, 2, 4 au gradele egale cu 2.

Lant < este 0 secventd de noduri ale unui graf neorientat G=(V,E), cu proprietatea ca oricare doua
noduri consecutive sunt adiacente:
W1, Wy, Ws,. . W, cu proprietatea ca (Wi, Wi+1)€E pentru 1<i<p.

Lungimea unui lant <> numarul de muchii din care este format.

Lang simplu < lantul care contine numai muchii distincte.

Lang compus <> lantul care nu este format numai din muchii distincte.
Lant elementar < lantul care contine numai noduri distincte.

Ciclu & Un lant in care primul nod coincide cu ultimul. Ciclul este elementar daca este format doar din
noduri distincte, exceptie facand primul si ultimul. Lungimea minima a unui ciclu este 3.

Succesiunea de varfuri 2, 3, 5, 6 reprezintd un
lant simplu si elementar de lungime 3.
Lantul 5 3 4 5 6 este simplu dar nu este

elementar.
Lantul 5 3 4 5 3 2 este compus si nu este
elementar.

Lantul 3 4 5 3 reprezinta un ciclu elementar.

Drum < este o secventd de varfuri ale unui graf orientat G=(V,E), cu proprietatea ca oricare doua
varfuri consecutive sunt adiacente:
(W1, Wy, W3,. . ,\W,), cu proprietatea ca (W;, Wis1) €E, pentru 1<i<p.

Lungimea unui drum < numarul de arce din care este format.

Drum simplu < drumul care contine numai arce distincte.

Drum compus < drumul care nu este format numai din arce distincte.
Drum elementar < drumul care contine numai varfuri distincte.

Circuit < Un drum in care primul varf coincide cu ultimul. Circuitul este elementar daca este format
doar din varfuri distincte, exceptie facand primul si ultimul.

Bucla < Circuit format dintr-un singur arc.
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Ciclu elementar 3,6,4,5,1,3

\

Circuit elementar 1,3, 5,4,2,1

Graf partial < Un graf G’=(V,E’) reprezinta graf partial al grafului G=(V,E) daca E’cE. Cu alte cuvinte
G’ este graf partial al lui G, daca este identic, sau se obtine prin suprimarea unor muchii
(respectiv arce) din G.

Subgraf < Un subgraf al lui G=(V,E) este un graf G’=(V",E’) in care V'cV, iar ¥V’ contine toate
muchiile/arcele din E ce au ambele extremitati in 7. Cu alte cuvinte G’ este subgraf al lui G,
daca este identic, sau se obtine prin suprimarea unor noduri Impreund cu muchiile/arcele
incidente cu acestea.

Graf regulat < graf neorientat in care toate nodurile au acelasi grad.

Graf complet < graf neorientat G=(V,E) in care exista muchie intre oricare douda noduri. Numarul de
muchii ale unui graf complet este |V |*|V-1//2.

Graf conex < graf neorientat G=(V,E) in care, pentru orice pereche de noduri (v,w), exista un lant care
le uneste.

Graf tare conex < graf orientat G=(V,E) in care, pentru orice pereche de varfuri (v,w), existda drum de la
viawsiun drumdelawlav.

Componenta conexd < subgraf al grafului de referinta, maximal in raport cu proprietatea de conexitate
(Intre oricare doud varfuri exista lant);

Lang hamiltonian < un lant elementar care contine toate nodurile unui graf.
Ciclu hamiltonian < un ciclu elementar care contine toate nodurile grafului.
Graf hamiltonian < un graf G care contine un ciclu hamiltonian.

Conditie de suficienta. Daca G este un graf cu n>3 varfuri, astfel incat gradul oricarui varf verifica
inegalitatea: gr(x)>n/2, rezulta ca G este graf hamiltonian.

Lant eulerian < un lant simplu care contine toate muchiile unui graf.
Ciclu eulerian < un ciclu simplu care contine toate muchiile grafului.
Graf eulerian < un graf care contine un ciclu eulerian.

Conditie necesara §i suficienta: Un graf este eulerian daca si numai daca oricare varf al sau are gradul
par.

1.2 Moduri de reprezentare la nivelul memoriei

Existd mai multe modalititi standard de reprezentare a unui graf G=(V, E):

matricea de adiacenta;

listele de adiacenta;

matricea ponderilor (costurilor);
lista muchiilor.
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e Matricea de adiacentd este o matrice binara (cu elemente 0 Sau 1) care codifica existenta sau

nu a muchiei/arcului intre oricare pereche de varfuri din graf. Este indicatd ca mod de memorare a
grafurilor, in special in cazul grafurilor dense, adici cu numir mare de muchii ( |V?| ~E).

1 |Creare MA neorientat (G=(V,E)) /*complexitate: O(V* + E)*/
2 |rpentru i~1, |V| executa

3 pentru j —~ 1 to |V| executa G[i][]j] « O;

2 || [

5 g |

6 |rpentru e = 1, |E| executa

7 citeste i, j;

8 G[i1[3] « 1;

9 G[31[1] « 1; //instructiunea lipseste in cazul digrafului
10 |4

Implementarea in limbaj a subprogramului care creeazd matricea de adiacentd a unui graf

neorientat ia in considerare urmatoarele declaratii:

const MAX N=101;
MAX M=1001;
var n,m:longint;
G:array[0..max n,0..max n] of byte;

#include <stdio.h>

#define MAX N 101

#define MAX M 1001

int N, M,; char G[MAX N] [MAX NI;

Subprogramul citeste_graf() preia informatiile din fisierul text graf.in, in felul urmator: de pe
prima linie numarul n de varfuri si m de muchii, iar de pe urmatoarele m linii, perechi de numere
reprezentand muchiile grafului. Matricea G de adiacenta se considera initializatd cu valoarea 0.

1 void citeste graf (void)

2 ||

3 int i, J;

4 freopen ("graf.in","r", stdin);
5 scanf ("%d %d", &N, &M);

6 for (; M > 0; M--)

7 {

8 scanf ("$d %d", &i, &3j);
9 G[i1[3] = G[Jj1I[i]l = 1;
10 }

11 |}

12

void citeste graf (void)
{
int 1, 3J;
freopen ("graf.in","r",
scanf ("%$d %d", &N, &M);
for (; M > 0; M--)
{
scanf ("%
GI11[]]
}

stdin) ;

5d",
= 1;

&i, &3);

o Listele de adiacenta retin, pentru fiecare nod din graf, toate varfurile adiacente cu acesta
(vecine cu el). Ca modalitate de reprezentare se poate folosi un vector LA ale carui elemente sunt
adresele de inceput ale celor |V| liste simplu Inlantuite memorate, una pentru fiecare varf din V. Lista
simplu nlantuita, a carei adresd de inceput este retinutd de LA[U] memoreaza toate varfurile din G,

adiacente cu u si stocate intr-0 ordine oarecare.

Pentru graful alaturat exemplificam
reprezentarea atat in liste de adiacenta, cat si in
matrice de adiacenta.
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Matricea de adiacenta (MA)

PEEE R
i
Ek

N
m
N

Liste de adiacenta (LA)



# include <vector>
using namespace std;

vector <int> G[MAXN];

#include <stdio.h>
#define MAXN 1001

struct lista
{ int nod;

lista *urm;
} *G[MAXN] ;

Subprogramul citeste_graf() preia informatiile din fisierul text graf.in, in felul urmator: de pe
prima linie, numarul n de varfuri si m de muchii, iar de pe urmatoarele m linii, perechi de numere
reprezentand muchiile grafului. La apelul adauga(i,j) se realizeaza inserarea unui element de informatie j
in lista lui vecinilor nodului i. Tabloul G, reprezentand listele de adiacentd, se considera initializat cu

constanta NULL (C++).

void load() {

scanf ("%$d %d\n", &N, &M);
for (i=1; i<= M; 1i++){
scanf ("%$d %d\n", &x,

G[x] .push back(y):;
Gly] .push back(x);
}
return;

}
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void adauga(int i, int j)
{
lista *p;
p = new lista; p->nod = j;

p->urm = G[1i];

}

G[i] = p;

void citeste graf (void)
{
int 1, j;
freopen ("graf.in","r",
scanf ("%d %d", &N, &M);
for (; M > 0; M—--){
scanf ("%d %d", &i, &3j);
adauga (i, j); adauga(j,

}

stdin) ;

i)

Un potential dezavantaj al reprezentarii sub forma listelor de adiacenta este modul oarecum anevoios de
a determina daca o muchie (u,v) este prezenta sau nu in graf. Eficienta reprezentarii unui graf este data
de densitatea acestuia, deci matricea de adiacenta este viabila daca numarul muchiilor este aproximativ

egal cu |V7.

o Matricea costurilor este o matrice cu |V| linii si |V| coloane, care codifica existenta sau nu a
muchiei/arcului, intre oricare pereche de varfuri din graf, prin costul acesteia. Astfel:

G[i][j] = o, dacd (i, ]) ¢ E
G[i,][j] = cost < oc, daci (i, j) e
G[i,][i] = 0, daci i = |

10 citeste i, j, c;
11 G[i][3] « c;

12 G[j]I[1i] « c;
13|

E

executa
executa

1 |Creare MC neorientat (G=(V,E))
2 |rpentru i-1, |V]|

3 pentru j —~ 1 to |V|

4 [ rdaca i =

5 thtfel Glil[J] « o

6

7

8 |'m

9 |rpentru e = 1, |E|

executa

/*complexitate: O(V’ + E)*/

j atunci G[i][]J] < O;

//instructiunea lipseste in cazul digrafului

Implementarea in limbaj a subprogramului care creeaza matricea costurilor unui graf neorientat

ia in considerare urmatoarele declaratii:



#include <algorithm>
#include <stdio.h>
#include <vector>

#define
#define
#define
#define
#define

pb push back
f first

s second

mp make pair
MAXN 10001

using namespace std;

int N, M;
vector <pair <int,

int> > L[MAXN];

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define MAXN 10001
#define INF 0x3f3f

int N, M, G[MAXN] [MAXN];

Subprogramul citeste_graf() preia informatiile din fisierul text graf.in in felul urmitor: de pe
prima linie, numerele n de varfuri si m de muchii, iar de pe urmatoarele m linii, cate trei numere i, j, C

avand semnificatia muchie intre i sij de cost c.

&y, &C) ;

1

2

3 void load() {

4 scanf ("%d %d\n", &N, &M);
5 for (i=1; i<= M; i++){
6 scanf ("%d %d %d\n", &x,
7 GIx].pb(mp(y,c));

8 Glyl.pb (mp(x,c);

9 }

10 return;

11 }

12

13

14

void citeste graf (void) ({
int 1, j, c;
freopen("graf.in","r

",stdin);

scanf ("%$d %d", &N, &M);
for (i = 1; i <= N; i++)

for (jJ = 1; j <= N; j++)

G[i1([3] = (1 != J) * INF;

for (; M > 0; M--) {

scanf ("%d %d %d", &i, &Jj, &c);
G[11([3] = c;

G[J1[i] = c;

e Lista muchiilor este utilizata in cadrul unor algoritmi, ea memorand, pentru fiecare muchie,

cele doua varfuri incidente si eventual, costul ei.

Implementarea in limbaj a subprogramului care creeaza lista muchiilor unui graf neorientat

ponderat, ia in considerare urmatoarele declaratii:

#include <algorithm>
#include <stdio.h>
#include <vector>

#define
#define
#define
#define

pb push back
f first

s second

mp make pair

using namespace std;

int N, M;

vector <pailr <int, pair<int,

int> > > L;

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#define MAX N 101
#define MAX M 10001

int N, M, E[MAX M][3];

Tabloul E retine lista muchiilor. Subprogramul citeste_graf() preia informatiile din fisierul text
graf.in in felul urmator: de pe prima linie, numarul n de varfuri si m de muchii, iar de pe urmatoarele m
linii, cate trei numere i, J, C avand semnificatia muchie intre i si j de cost c.

void load() {
int x, y, c;
for (int i =

scanf ("%d %d
L.pb (mp (c,

W oIy W=

scanf ("%d %d",

&N, &M);
0; i < M;
sd", &x, &y,
mp(x, y) )

);

1++){

c);

void citeste graf (void) {
int 1, 3, k, c;
freopen("graf.in","r",stdin);
scanf ("%d %d", &N, &M);

for (k = 0; k < M; k++) {
scanf ("%d %d %d", &i,&j,&c);
E[k][0] = 1; E[k][1] = 37
E[k][2] = c;




Pl Algoritmi pe grafuri

1.2 Parcurageri pe grafuri

1. Parcurgerea grafurilor in adincime DF - Depth First

Fie graful G=(V,E), unde V este multimea nodurilor si E multimea muchiilor. Realizati un
subprogram care sa permita afisarea nodurilor in cazul parcurgerii in adancime-DF.

Solutie:

Printre operatiile fundamentale efectuate asupra structurilor de date se numara si traversarea
acestora. Aceasta operatie consta intr-o cautarea efectuatd asupra tuturor elementelor ei. Cu alte cuvinte,
traversarea poate fi privitd si ca un caz special de cautare, deoarece constd In regdsirea tuturor
elementelor structurii.

Strategia parcurgerii in adancime a unui graf neorientat presupune traversarea unei muchii
incidente 1n varful curent, cétre un varf adiacent nedescoperit. Cand toate muchiile varfului curent au
fost explorate, se revine in varful care a condus la explorarea nodului curent. Procesul se repeta pana in
momentul in care toate varfurile au fost explorate.

Aceasta strategie a parcurgerii DF functioneaza respectand mecanismul LIFO. Varful care este
eliminat din stivd nu mai are nici o muchie disponibila pentru traversare. Aceleasi reguli se respecta si la
parcurgerea in adancime a grafurilor orientate (digrafuri).

In procesul de parcurgere, muchiile unui graf neorientat se pot imparti in:

- muchii de arbore (avans), folosite pentru explorarea nodurilor; ele constituie un graf partial format
din unul sau din mai multi arbori ai parcurgerii DF.

- muchii de intoarcere (inapoi), care unesc un nod cu un stramos al sau in arborele DF.

5
1
4
2 3
Parcurgerea DF: 12345 Muchii de intoarcere: (1,4), (1,5)

In cazul digrafurilor (grafurilor orientate), se disting urmatoarele grupe de arce:

arce de arbore, folosite pentru explorarea varfurilor; ele constituie un graf partial format din unul
sau din mai multi arbori ai parcurgerii DF.

- arce inapoi, care unesc un nod cu un stramos al sau in arborele DF.

- arce inainte, sunt arce care nu apartin arborelui DF si care conecteaza un varf cu un descendent al
sau.

- arce transversale, sunt arce care conecteazd doud varfuri ce nu se afla in relatia ascendent-
descendent.



Arce transversale:
(5.2)

Arce Tnainte:(1,3)
Arce inapoi: (4,1)
Arce de arbore:

(1,2), (1,5) (2,3) (3.4)

In implementarea recursiva a parcurgerii DF, prezentatd in continuare, se folosesc urmitoarele
tablouri unidimensionale:

- T[N], in care, pentru fiecare varf, se va retine varful predecesor (parinte) in parcurgere;

- DIN], in care, pentru fiecare varf, se memoreaza momentul “descoperirii”’, moment care coincide cu
momentul de introducere in stiva;

- F[N], vector in care va memora momentul de “finish” in explorare, care coincide cu momentul
extragerii din stiva;

- Use[N], vector in care se codifica, in timpul parcurgerii, starea unui nod: vizitat sau nevizitat.

Valorile vectorilor:

H =" O
wn

(1,2,3,4,6)
(10,9,8,5,7)
(0,1,2,3,3)

r=r<r9y

Fie graful G=(V,E), unde V este multimea nodurilor i E multimea muchiilor. Notam cu N cardinalul lui
V si cu M cardinalul lui E.

1 |Depth First (G=(V,E), D[N], FI[N], T[N]) //complexitate O (N+M)
2 | Use « False; //nici un nod nu este vizitat
3 timp «~ 0;

4 pentru nod ~ 1,N executa

5 daca Not (Use[nod]) atunci Parcurge df(nod)

6 [- -

7

8§ |Parcurge df (nod)

9 Use[nod] « TRUE; timp « timp+l; D[nod]<timp;

10| scrie nod;
11| i « prim vecin(nod);
12| rcat_timp lista vecinilor (nod)#¢ executa

13 daca not (Use[i]) atunci
14 T[i]<nod;

15 parcurge df (i);
16

17 1 « urmator vecin(nod);
18

79| timp < timp+1;
20| Flnod] « timp;

Implementarea 1n limbaj a subprogramului ce realizeaza parcurgerea in adancime a unui graf,
prezentatd in continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:



#include <vector> #include <stdio.h>
#include <stdio.h> #include <string.h>
#include <string.h> #define MAXN 10001
#define MAX N 1001
#define pb push back struct lista

{ int nod;
using namespace std; lista *urm;

} *G[MAX NJ;
vector <int> L[MAXN]; int N, M, T[MAX N], D[MAX N], F[MAX N],
int n, m, i, %, y, nrc,timp; timp;
int T[MAXN], F[MAXN]; char U[MAX N];
bool U[100001];

Ca si in pseudocod, s-a preferat implementarea In maniera recursiva, iar graful este considerat a
fi memorat cu ajutorul listelor de adiacenta (vezi 2.1.2).

1 void dfs( int x ) { void DF (int nod) {

2 lista *p;

3 int 1i;

4 U[x] = true; Ulnod] = 1;

5 D[x] = ++ timp; D[nod] = ++timp;

6 for(i = 0; i< L[x].size();1i++) printf ("%d ",nod);

7 if (M'U[L[x][1]1]){ for (p = G[nod]; p != NULL;
8 TIL[x][i]] = x; p = p->urm)

9 dfs(L[x][1]); if (!U[p->nod])
10 } {

11 F[x] = ++timp; T[p->nod] = nod;
12 DF (p->nod) ;
13 |} )
14 F[nod] = ++timp;
}

2. Parcurgerea grafurilor in latime BF - Breadth First

Fie graful G=(V,E), unde V este multimea nodurilor si E multimea muchiilor. Realizati un
subprogram care sa permita afisarea nodurilor in cazul parcurgerii in latime-BF.

Solutie:

Strategia parcurgerii BF functioneaza respectand mecanismul de tip FIFO. Ea se bazeaza pe
traversarea tuturor muchiilor disponibile din nodul curent catre noduri adiacente nedescoperite, care vor
fi astfel vizitate. Dupa acest proces, nodul explorat este scos din coada, prelucrandu-se succesiv toate
nodurile ajunse in varful cozii.

Acest mecanism permite identificarea lanturilor de lungime minima de la nodul de start catre
toate varfurile accesibile Iui din graf. Arborele BF, ce cuprinde muchiile traversate in parcurgerea in
latime, are proprietatea de a fi format doar din lanturi de lungime minima, lanturi ce unesc nodul de start
al parcurgerii cu toate varfurile accesibile acestuia.

Aceleasi reguli se respecta si la parcurgerea in latime a grafurilor orientate (digrafuri).

Algoritmul lui Lee de determinare a lantului minim dintre doud varfuri ale unui graf se bazeaza
tocmai pe aceastd strategie de traversare in latime, nodul de plecare fiind unul dintre cele doua varfuri
date.

In implementarea iterativi a parcurgerii BF, prezentatd in continuare, se folosesc urmatoarele
tablouri unidimensionale:

- T[N], in care, pentru fiecare varf, se va retine varful predecesor (parinte) in parcurgere;

- DIN], in care, pentru fiecare varf, se memoreaza lungimea lantului minim catre nodul de start;
C[N], vector (coada) in care se va memora ordinea de parcurgere a nodurilor in BF;

Use[N], vector in care se codifica, in timpul parcurgerii, starea unui nod: vizitat sau nevizitat.

Pentru graful considerat anterior ca exemplu, arborele BF este urmatorul:
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Valorile vectorilor:

C=(1,24,5,3)
D=(0,1,21,1)
T=(0,1,21,1)

Fie graful G=(V,E), unde V este multimea nodurilor si E, multimea muchiilor. Notdam cu N cardinalul lui

V si cu M cardinalul lui E.

Breadth First (G=(V,E), C[N]

Use « FALSE;

Coada <= {Nod Start}
Use[nod] < True;

rcat timp Coada # ¢ executa
v « varf Coada; 1 « pr

cat timp lista vecini

[.Coada < {i};

N A S e A OGN O N

COADA = v;

Implementarea in limbaj a subprogramului ce real

T[N], Nod Start)

//*complexitate: O(M+N)*//

//nodul de start este introdus in coada

im vecin(v);
lor(v) # ¢ executa

daca not(Use[i]) atunci
T[i] « v; Use[i] « TRUE;
D[1i] « D[v]+1;

1 « urmator vecin(v);

izeaza parcurgerea in latime a unui graf, prezentata in

continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:

#include
#include

<queue>
<vector>
#include <stdio.h>
#include <cstring>
#define MAXN 10001
#define pb push back

using namespace std;

vector <int> G[100001];
queue <int> Q;
int N, M, i,x,
bool U[MAXN];

y, P, Lg[MAXN], T[MAXN];

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#define MAX N 1001
struct lista
{ int nod;

lista *urm;
} *G[MAX NJ;

int N, M;
int T[MAX NI,
char U[MAX NJ;

D[MAX N], C[MAX NJ];

Ca si in pseudocod, s-a preferat implementarea in maniera iterativa, iar graful este considerat a fi

memorat cu ajutorul listelor de adiacenta.

1

2 void bfs (int x) {

3

4 Q.push(x); Lg[x] = 0; U[x] = true;
5

6 while (!Q.empty()) {

7 x = Q.front ();

8 for( i = 0; 1 < G[x].size(); 1i++)
9 if (!U[GI[x][1]1]) {

10 Q.push (G[x][i]);

11 LglG[x][i]] = Lglx]+1;
12 U[G[x][i]] = true;

13 T[G[x][1]] = x;

14 }

15 Q.pop ()

16 J

17 |}

void bfs (int start)
lista *p;
int nod, st,
st dr 1;
C[st]l=start; Ulstart] 1;
for (D[start]=0;st<=dr;st++)

{

dr;

{nod=C[st];
for (p = G[nod];p != NULL;
p = p->urm)
if (!U[p->nod])
{
U[C[++dr] = p->nod] = 1;
D[p->nod] = D[nod]+1;
T [p->nod] = nod;

}

Ill—‘
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3. Ciclu eulerian

Fie G=(V,E), graf neorientat conex, in care fiecare nod are gradul par. Notam cu N cardinalul lui
V si cu M, cardinalul lui E. Sa se determine un ciclu eulerian al grafului G, altfel spus, un ciclu simplu
de lungime M.

Exemplu:
Considerand graful G in care N=6, M=10 si arcele: (1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5),
(4,6), (5,6), se vaafisa: 1,3,5,6,4,5,2,4,3,2,1.

Solutie:
Pentru a construi un ciclu eulerian se va parcurge graful folosind o strategie asemanatoare cu cea
a parcurgerii in adancime a unui graf, strategie care respecta mecanismul LIFO.

Inaitarea citre un varf adiacent varfului curent se va face simultan cu eliminarea muchiei
respective. In acest fel, nodurile nu vor mai fi marcate (ca la parcurgerea DF) pentru a putea fi vizitate
de mai multe ori.

De fiecare datd cand nodul curent este eliminat din stiva, acesta este afisat sau salvat intr-0
coada. Aceastd coada va retine, in ordine, nodurile ciclului eulerian. Procesul se repeta pana in
momentul 1n care stiva devine vida, deci toate muchiile au fost traversate.

1 Ciclu Euler (Nod)

2 //*complexitate: O(M+N)*//
3 i « prim vecin(nod);

4 cat timp lista_vecinilor(nod)¢¢ executa

S) elimin (i, nod) //elimin pe i din vecinii lui nod
6 elimin (nod, 1) //elimin pe nod din vecinii lui 1
7 ciclu euler (i)

8 i <« urmator vecin (nod);

o _

10| coada < {nod};

Consideram graful urmator si desemnam ca nod de start pentru construirea ciclului eulerian,
nodul 1:

Pasul 1:
Se parcurge incepand cu nodul 1
Stiva=(1,2,3,1)

Coada = ¢
Pasul 2:
Iese din stiva nodul 1, salvandu-se in coada:
Stiva = (1,2,3)
Coada = (1)
Pasul 3: Pasul 6:

Se continua parcurgerea:
Stiva = (1,2,3,4,2,5,3)
Coada = (1)

Pasul 4:

Iese din stiva nodul 3, salvandu-se in coada:

Stiva=(1,2,3,4,2,5)
Coada = (1,3)

Pasul 5:

Se continua parcurgerea:
Stiva=(1,2,3,4,2,5,4,6,5)
Coada = (1,3)
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Iese din stiva nodul 5, salvandu-se in coada:
Stiva = (1,2,3,4,2,5,4,6)
Coada = (1,3,5)
Pasul 7:
Toate nodurile sunt extrase din stiva si introduse in
coada. La finalul algoritmului:
Stiva= ¢
Coada =(1,3,5,6,4,5,2,4,3,2,1).



Implementarea in limbaj a subprogramului ce realizeaza determinara unui ciclu eulerian,
prezentatd in continuare, ia In considerare urmatoarele declaratii:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <list>
#include <cstring>
#define MAXN 1001

using namespace std;

vector<int> G[MAXN];

list <int> Q;

int nc, nr, i, k, N, M, x, y;
bool ok; char s[100000];

#include <stdio.h>

#define MAX N 1001
#define MAX M 100001

int N, M, C[MAX M], nc;
char G[MAX NJ[MAX N]J;

Ca si 1n pseudocod, s-a preferat implementarea in maniera recursiva, iar graful este considerat a
fi memorat cu ajutorul matricei de adiacentd. Datoritd acestui mod de memorare, implementarea in

limbaj conduce la o complexitate patratici O(N).

void euler (int x) {
vector<int>::iterator it;

Q.pb (x);
while (!Q.empty()) {
x = Q.front ();
if (G[x].empty()) {
Q.pop front();
print?("%d ", x);
}
else {
int 1 = G[x].back();
Q.push front(i);
G[x].pop_back();

if (*it==x)
}
}
}
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for (it=G[i] .begin();it!=G[i].end();++it)
{G[i] .erase(it); break;}

void euler (int nod)

{

int urm;

for (urm = 1l;urm <= N;urm++)
if (G[nod] [urm])
{
G[nod] [urm]
Glurm] [nod] = 0
euler (urm) ;

}

Clnc++] = nod;

|
o

~e e

In cazul in care se doreste un lant eulerian, nu un ciclu, se poate aplica acelasi algoritm incepand
dintr-un nod cu grad impar, daca exista vreunul. Un lant eulerian se poate forma numai daca exista zero

sau doud noduri cu grad impar.

4. Matricea drumurilor - Algoritmul lui Warshall

Fie G=(V,E), graf orientat cu n varfuri si m arce. Sa se determine, pentru orice pereche de
varfuri X, y € V, daca exista sau nu un drum format din unul sau din mai multe arce intre X si y.

Solutie:

Numim matrice a drumurilor sau a inchiderii tranzitive, o matrice patratica D(N,N) in care
elementul D[i,j]=1, daci existda drum intre nodul i si nodul j si 0, in caz contrar.

De exemplu, pentru graful
alaturat, matricea drumurilor
urmatoarea:

011

cor o
o
e e
e e

00

ilustrat
este

Algoritmul Warshall construieste matricea inchiderii tranzitive D, plecind de la matricea de

adiacenta G.
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Initial, matricea D indica prezenta drumurilor de lungime 1 intre orice pereche de varfuri adiacente.

Algoritmul parcurge de n ori matricea D, cate o data pentru fiecare nod k al grafului. Astfel,
pentru fiecare nod k, intre orice pereche de noduri i si j din graf, fie s-a descoperit deja un drum
(D[i,j]=1), fie acesta poate fi construit prin concatenarea drumurilor de la i la k si de la k la j, daca
acestea exista.

i WY

Luand 1in considerare -caracteristica logicd a valorilor
3
Warshall (G=(V,E))

elementelor matricei D, atunci regula descrisd mai sus poate
fi exprimata astfel:
D[i,j1=DI[i,j] OR {D[i,k] AND D[k,j]}

//*complexitate: O(N°)*//
D « G; //initializare matrice drumuri
pentru k ~ 1,n executa
pentru i ~ 1,n executa
pentru j «~ 1,n executa
[.D[i,j] ~ D[i,Jj] SAU {D[i,k] SI DI[k,]jl}

A R N C I NN

Implementarea in limbaj a subprogramului ce realizeazd determinarea matricei inchiderii
tranzitive, prezentata in continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:

#define MAX N 101

#define MAX M 1001

int N, M, C[MAX M], nc;

char G[MAX N] [MAX NJ],D[MAX N][MAX NJ;

Ca si in pseudocod, graful este considerat a fi memorat cu ajutorul matricei de adiacenta.
Complexitatea algoritmului lui Warshall este cubica O(N).

1 void Warshall ()

2 {

3 int i,3,k;

4 for (1 = 1; 1 <= N; i++)

5 for (7 = 1; j <= N; j++)
6 D[i] [J] = GI[i1[J];

7 for (k = 1; k <= N; k++)

8 for (1 = 1; 1 <= N; i++)
9 for (j = 1; J <= N; J++)
10 if (ID[i103])

11 D[i][Jj] = D[i]1[k] && DI[k][J];
12 |y

5. Componente conexe

Fie G=(V,E) un graf neorientat. Se doreste determinarea componentei conexe cu numar maxim
de noduri din G. Componenta va fi identificata printr-unul dintre varfurile sale si numarul de varfuri din
care este formata.

Exemplu: Considerand graful G in care N=6, M=6 si arcele: (1,2), (3.4), (3,5), (4,5), (4,6), (5,6) se va

afisa: 3 4 (nodul 3 face parte din componenta conexa formata din 4 noduri).

Solutie:

Problema va fi rezolvatd prin determinarea tuturor componentelor conexe ale grafului si
identificarea componentei cu numar maxim de noduri. Ne reamintim ¢a o componenta conexa este un
subgraf maximal in raport cu proprictatea de conexitate.

Pentru a descompune graful in componente conexe, vom proceda in felul urmator: vom realiza o
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parcurgere DF din nodul 1, determinandu-se componenta conexa din care acestea fac parte. Vom
continua algoritmul cu o noua parcurgere efectuatd dintr-un nod nevizitat anterior. Procedeul continua
pana cand s-au vizitat toate nodurile.

Algoritmul de descompunere in componente conexe a unui graf neorientat este prezentat in
pseudocod, in continuare.

Componente_conexe (G=(V,E)) //*complexitate: O (M+N)*//
nrc « 0; // nr de componente conexe
Use ~ False; // nici un nod selectat

pentru i —~ 1,n executa
daca Not (Use[i]) atunci
nrc — nrc + 1;
parcurge df (i)

W ooy WN =

Pentru a identifica cea mai numeroasd componentd conexa, vom determina in cadrul fiecarei
parcurgeri DF, numarul de noduri selectate.

6. Tare-conexitate

Fie G=(V,E) un graf orientat. Realizati un program care afigeaza varfurile fiecarei componente
tare conexe 1n care se descompune graful G.

Exemplu: Considerand digraful G in care N=5, M=6 si arcele: (1,2), (1,5), (2,3), (3,4), (3,5), (4,1), se vor
afisa doua componente tare conexe:

1432
5

Solutie:
In cazul digrafurilor (grafurilor orientate), 0 componenta tare conexa reprezintd un subgraf

maximal in care, oricare doud varfuri sunt accesibile unul din celilalt.

In cadrul unei componente tare conexe, inversarea sensului de deplasare nu implica blocarea
accesului catre vreunul din varfurile sale.

Algoritmul propus identifici componenta tare conexd a unui varf ca fiind intersectia dintre
multimea nodurilor accesibile din el in graful initial G si multimea nodurilor accesibile din el in graful
transpus Gt (obtinut prin inversarea sensurilor arcelor).

Acest algoritm se bazeaza pe parcurgerea DF a celor doud grafuri, de aici si complexitatea liniara a

acestuia O(N+M). Operatiile efectuate sunt:

— Parcurgerea DF a grafului initial (G) pentru memorarea explicitd a stivei ce contine varfurile
grafului in ordinea crescatoare a timpilor de finish.

— Parcurgerea DF a grafului transpus (Gt) incepand cu ultimul varf retinut in stivd catre primul.
Parcurgerea se reia din fiecare varf ramas nevizitat la parcurgerile anterioare. Varfurile fiecarui
arbore DF obtinut la acest pas reprezinta cite o componenta tare conexa.

Pentru graful:

Pasul 1:
1 Stiva DF cuprinzdnd nodurile in ordinea crescétoare a

timpilor de finish este:

(20— St=(4, 5, 3, 2, 1).

Ill—‘
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Pasul 2:

Parcurgerea DF pe graful transpus incepand cu St[n]
acceseaza varfurile din prima componentd tare conexa:
{1,4,3,2}.

Parcurgerea DF din primul varf ramas neselectat St[2]
acceseaza varfurile celei de a doua componente tare
conexe: {5}.

Implementarea in limbaj a subprogramelor prezentate in continuare ia in considerare urmatoarele
declaratii:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <cstring>

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#define MAX N 10001

#define pb push back

#define MAXN 10001 struct lista

using namespace std; { int nod;

lista *urm;
vector<int> G[MAXN],GT [MAXN]; } *G[MAX _N], *GT[MAX NJ;
int nc, nr, i, k, N, M, x, y, St[MAXN]; int N, M, ST[MAX N], nst;

bool sel[MAXN]; char U[MAX NJ;

Tabloul GT va retine graful transpus asociat lui G. Subprogramul citeste_graf preia datele
referitoare la graful G si construieste matricele de adiacenta ale celor doua grafuri G si GT.

void DF (int x) { void DF1 (int nod)

int i; {
sel[x]=true; lista *p;
for(i = 0; i < G[x].size(); ++1i)
if (!sel[G[x][i]]) DF(G[x][i]); Ulnod] = 1;
St [++nr]=x; for (p = G[nod]; p != NULL;
} P p->urm)

if (!U[p->nod])
DF1 (p->nod) ;
ST [nst++] = nod;
}

void DFT (int x, bool k) {
int i;
sel[x]=true;
if (k) printf("%d ", x);
for(i = 0; 1 < GT[x].size(); ++1)
if (!sel[GT[x][i]])

void DF2 (int nod)
{

. lista *p;
DFT (GT [x] [1], k)
} Ulnod] = 1;
] . printf("%d ", nod);
int main () { for (p = GT[nod]; p != NULL;
coe p = p—->urm)
scanf ("%d %d\n", &N, &M); if (!U[p->nod])
for (i=1; i<=M; ++i){ DF2 (p->nod) ;
scanf ("%d %d\n", &x, &y); }
Glx].pb(y); GTlyl.pb(x);
} void citeste graf (void)
nr=0; nc=0; {ouunn. } a

memset (sel, false,sizeof (sel));
for (i=1; 1i<=N; i++)

if (!sel[i]) DF (1)
memset (sel, false,sizeof(sel));

int main (void)
{int i; citeste graf();
- ' ' for (1 = 1; 1 <= N; 1i++)
for(% =N; 1>0; —Tl) if (!U[i]) DF1(1);
if (!sellStli]]) { memset (U, 0, sizeof (U));
DFT(St[i], false); for (i = N-1; i >= 0; i--)

nc++; if (!'U[ST[i]1]) |
) } DF2 (ST[1i]);
printf ("%d\n", nc); putchar ('\n'") ;
memset (sel, false,sizeof (sel)); } return 0;
for (i=N; i>0; --1) }

if (!sel[St[i]l]) |
DET (St[i], true);
printf ("\n");

}

return 0;
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7. Sortarea topologicd a unui digraf

Fie G=(V,E) un graf orientat aciclic. Realizati un program care ordoneaza varfurile grafului dupa
urmatoarea regula: pentru orice arc (X,y)€ E, varful X apare, in girul ordonat, inaintea varfului y.

Exemplu: Considerand digraful G in care N=5, M=6 si arcele: (1,3), (2,1), (2,4), (3,5), (4,3), (4,5), se va
afisa24135.

Solutie:

Pentru a Intelege mai bine modul de ordonare a varfurilor, realizat de sortarea topologica, sa
urmarim graful din exemplu:

\

Presupunem ca se realizeaza o parcurgere DF a grafului prezentat. Vectorii D si F care retin timpii de
intrare, respectiv timpii de iesire din stiva sunt:

O ordonare corecta a varfurilor este: 2413 5

1(1/6 2(7/10
/e ( ) D=(1,7, 2,8,3)
3(2/5) (8/9) F=(6, 10,5, 9, 4)
5(3/4)

Daca varfurile sunt retinute intr-o listd, in ordinea iesirii lor din stiva, atunci aceasta lista va
contine: St=(5, 3, 1, 4, 2). Afisarea continutului ei n ordine inversa, adica 1n ordinea inversa timpilor de
finish, va reprezenta ordinea varfurilor obtinuta prin sortarea topologica 2, 4, 1, 3, 5.

Sa presupunem varfurile digrafului ca niste evenimente si fiecare arc (X,y) consideram ca indica
faptul ca evenimentul X trebuie sa se execute Tnaintea evenimentului y. Plecand de la aceste considerente,
deducem ca sortarea topologica induce o ordine asupra evenimentelor, astfel incat acestea sa poata fi
executate.

Sa asociem urmatoarele evenimente grafului anterior: Nodul 1 - Ma Tmbrac; Nodul 2 - Ma
trezesc; Nodul 3 - Servesc masa; Nodul 4 - Ma spal; Nodul 5 - Plec din casa. Atunci ordinea
evenimentelor data de sortarea topologica este: Ma trezesc, ma spal, ma imbrac, servesc masa, plec din
casa.Fie graful G=(V,E), unde V este multimea varfurilor si E, multimea arcelor. Notam cu N cardinalul
lui V si cu M, cardinalul lui E.

1 |Sortare topologicd DF (G=(V,E),St[N]) //complexitate O (N+M)
2 | nt « 0; //nr de varfuri extrase din stiva
3 Use ~ False

4 pentru nod ~ 1,N executa

5 daca Not (Use[nod]) atunci Parcurge df (nod)
I

7

8 pentru i ~ N,1,-1 executa scrie St[i]

o| [m

10 |Parcurge df (nod)

11| Use[nod] « TRUE; i « prim vecin(nod);

12 cat_timp lista vecinilor (nod)+#¢ executa

13 daca not (Use[i]) atunci parcurge df (i);

14 [. o

15 i « urmator vecin(nod);

16

17| nr « nr+l; St[nr] « nod;

Ill—‘
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Implementarea in limbaj a subprogramului ce realizeaza sortarea topologica a unui digraf aciclic,
prezentata in continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:

#include <vector>
#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <algorithm>
#define pb push back

using namespace std;

vector< int > L[50005], C;

vector <int> iterator it;

int n, m, i, x, y ; bool sel[50005];

#include <stdio.h>
#define MAX N 1001
struct lista
{ int nod;

lista *urm;
} *G[MAX NJ;
int N, M, ST[MAX N], nst;
char U[MAX NJ;

Ca si in pseudocod, s-a preferat implementarea in maniera recursiva, iar graful este considerat a

fi memorat cu ajutorul listelor de adiacenta

void load() {
scanf ("%$d %d\n", &n, &m);
for (i=1; i<= m; 1i++){
scanf ("%d %d\n", &x, &y);
Lix].pb(y);
}

}

void dfs (int x) {
vector <int>
sel [x]=true;

iterator it;

if (!sel[*it]) dfs(*it);
C.pb (x);
}

for (it=L[x].begin();it!=L[x].end();it++)

void DF (int nod)
{

lista *p;
Ulnod] = 1;
for (p = Glnod]; p != NULL;

P = p->urm)
if (!U[p->nod])
DF (p->nod) ;
ST[nst++] = nod;
}

int main (void)
{ int 1i;
citeste graf();
for (1 = 1; 1 <= N; i++)
if (!U[i]) DF(1);
for (i = N-1; i >= 0; 1i--)

int .
int main () { printf("%sd ", ST[i]);

.iéad()' return O;
memset (sel, false, sizeof(sel)); }
for (i=1;i<=n; i++)

if (!sel[i]) dfs(i);

reverse (C.begin(),C.end());

for (it=C.begin(); it!=C.end(); it++)
printf("sd ", *it);
printf ("\n");
}
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O alta modalitate de implementare a sortarii topologice tine cont de observatia ca, la un moment
dat, un eveniment poate fi executat, daca nu exista nici un alt eveniment de care acesta depinde, care sa
nu fi fost executat anterior.

Revenind la modelarea pe digrafuri, gradul interior al unui varf reprezinta tocmai numarul de
evenimente (varfuri) de care acesta depinde.

Initial, in graf trebuie indentificate varfurile cu gradul interior nul, ele fiind plasate primele intr-
o coada care va retine, la finalul algoritmului, ordinea varfurilor date de sortarea topologica. Vom
parcurge graful in latime, pornind din primul varf plasat in coadd. La fiecare pas, vom decrementa
gradele tuturor vérfurilor adiacente spre interior cu acestea. In coada vor fi adiugate doar varfurile
vecine cu cel curent, neselectate anterior si care au gradul interior nul. Algoritmul se incheie cand toate
varfurile au fost plasate in coada.

Pentru o mai buna intelegere, sa privim exemplul urmator in care vectorul Deg(N) retine gradele
interioare ale varfurilor, iar coada C(N) va memora varfurile in ordinea indusa de sortarea topologica:
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Initial vectorii contin:
Deg=(1,0,2,1,2)
C=(2)
a)Se parcurge in latime din nodul 2
Deg=(0,0,2,0,2)
C=(2,4,1)
b)Se parcurge in latime din nodul 4
Deg=(0,0,1,0,1)
C=(2,4,1)
d)Se parcurge in latime din nodul 1
Deg=(0,0,0,0,1)
C=(2,4,1,3)

e) Se parcurge 1n latime din nodul 3

Deg=(0,0,0,0,0)
C=(2,4,1,3,5)

Implementarea in limbaj a subprogramului ce realizeaza sortarea topologica a unui digraf aciclic,
folosind parcurgerea BF, prezentata in continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:

<vector>
<stdio.h>
<cstring>

#include
#include
#include
#include <queue>

#include <algorithm>
#define pb push back

using namespace std;
vector <int > G[50005];
queue <int > Q;
vector <int>
int N, M, i, x,
bool U[50005];

iterator it;
y, deg[50005];

#include <stdio.h>
#define MAX N 10001
struct lista
{ int nod;

lista *urm;
} *G[MAX NJ;

int N, M, C[MAX N], deg[MAX N];
char U[MAX NJ;

Graful este considerat a fi memorat cu ajutorul listelor de adiacenta.

void load() {
scanf ("%d %d\n", &N, &M);
for (i=1; i<= M; i++){
scanf ("%d %d\n", &x,
G[x].pb(y);
degly]++;

&y) i

}
}

void sort BF () {
vector<int>:: iterator it;
int i, x;
for i <=
if

i=1;
deg[i]

( N;
(
Q.push (i) ;

) {

Ul[i]l=true;

it++)

}

while (!Q.empty()) {
x=Q.front () ;
printf("sd ", x);
{
deg[*it]--;
if ('U[*it] && deg[*it]
Q.push (*it);
U[*it] = true;

) {

}
}
Q.pop () ;
}
}
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for (it=G[x] .begin();it!= G[x].end();

void sort BF (void)

{lista *p;
int i, st = 0, dr = -1;
for (i = 1; 1 <= N; i++)
if (deg[i] == 0){
C[++dr] = 1i;
Ulil=1;
}
for (; st <= dr; st++){
p=G[C[st]];
while (p != NULL) {
deg[p->nod]--;
if (!Ul[p->nod] &&
deg[p->nod] == 0) {
C[++dr] = p->nod;
Ulp->nod] = 1;

}
P = p->urm;
}
}

) }
it++)

I| =
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8. Arbore partial de cost minim (A.P.M) — Algoritmul lui Prim

Fie G=(V,E) un graf neorientat conex, cu costuri asociate muchiilor. Un arbore partial al lui G
este un graf partial conex si fara cicluri. Realizati un program care determina un arbore partial de cost
minim, adica un arbore partial pentru care suma costurilor tuturor muchiilor sale este minima.

Solutie:
Algoritmul lui Prim construieste arborele partial de cost minim, pornind de la un nod oarecare
considerat radacind. La fiecare pas al algoritmului, la arbore se va adduga un nou varf. Acesta are

proprietatea ca este conectat de unul dintre varfurile prezente deja in arbore, printr-0 muchie de cost
minim.

Sa privim modul de constructie al A.P.M. cu ajutorul algoritmului lui Prim pe graful urmator,
considerand ca radacina nodul 1:

Pasul 2 Pasul 3

(3

Pasul 4 Pasul 5

S-a obtinut un A.P.M plecéand de la nodul 1, costul acestuia fiind 7.
Transcrierea in pseudocod a algoritmului foloseste urmatoarele structuri de date:

— tabloul D, 1in care elementul D[X] va retine costul minim prin care putem ,lega” nodul X,
neconectat la arbore, de orice nod al arborelui.

— tabloul T, in care elementul T[x] va retine nodul din arbore de care nodul x a fost conectat cu

costul D[x].
— Lista Q contine pe tot parcursul algoritmului nodurile grafului G neconectate la arbore.

1l | Prim (G=(V,E,cost), rad) //complexitate O (N*N)
2 Q « V; //lista Q contine initial toate nodurile din G
3 D — o0;
4 D[rad] < 0; T[rad] = 0;
> rcat_timp (Q # J) executa
6 X <« minim (Q) ;
! 0 = (x)
9 pentru fiecare y € Q, adiacent cu x executa
10 daca (cost[x,y] < d[y] ) atunci
11 Tlyl = x;
12 D[x] = cost[x,vy];
13
14 -

20



Implementarea in limbaj a algoritmului lui Prim, prezentatd in continuare, ia in considerare
urmatoarele declaratii:

#include <stdio.h> //O (N*N)

#include <string.h>

#fdefine MAXN 101

#define INF 3000000

int N, M, R, C[MAXN][MAXN], D[MAXN],
T[MAXN], cost;

bool U[MAXN];

Graful este memorat cu ajutorul matricei costurilor. Parametrul X indicd nodul desemnat ca
radacind a arborelui partial de cost minim. Lista Q a fost codificata cu ajutorul vectorului Use, astfel
Use[i]=true, daca nodul i apartine arborelui si false, in caz contrar.

Vectorul D s-a initializat cu valorile plasate pe linia X a matricei ponderilor deoarece, la prima
iteratie a algoritmului, arcele minime prin care un varf din graf poate fi conectat la radacina x sunt chiar
costurile arcelor ce pleaca din x.

1 void prim(int x) {

2 int i, min, nod;

3

4 memset (U, false, sizeof (U));
5 memset (T, 0, sizeof(T));

6

7 for (i = 1; i <= N; i++)

8 D[i]=C[x][i], T[i]l=x;

9 Ulx] = 1;

10

11 while (1)

12 {

13 min = INF; nod = -1;

14 for (i = 1; 1 <= N; i++4)
15 if (!U[i] && min> D[1i])
16 min = D[i], nod = i;
17

18 if (min == INF) break;

19

20 U[nod] = l;

21 cost += D[nod];

20 printf ("$d %d\n", T[nod], nod);
23 , . .

24 for (i = 1; 1 <= N; i++)
25 if (D[1i] > C[nod][1])

26 b .

57 D[i] = C[nod][i];
28 T[i] = nod;

29 e (e

30 } printf("$d\n", cost);

31 J

9. Arbore partial de cost minim (A.P.M) — Algoritmul lui Kruskal

Fie G=(V,E) un graf neorientat conex, cu costuri asociate muchiilor. Un arbore partial al lui G
este un graf partial conex si fara cicluri. Realizati un program care determina un arbore partial de cost
minim, adica un arbore partial pentru care suma costurilor tuturor muchiilor sale este minima.

Solutie:

Consideram N cardinalul multimii V si M cardinalul multimii E. Algoritmul lui Kruskal
construieste arborele partial de cost minim, pornind de la N arbori disjuncti, notati Ty, T,... Ty. Fiecare
varf al grafului defineste la momentul initial, cate un arbore. La fiecare pas al algoritmului vor fi alesi
doi arbori care se vor unifica. In finalul algoritmului se va obtine un singur arbore care va constitui un
APM al grafului G. Proprietatea de acoperire minima a arborelui rezultat este data de modul de alegere a
celor doi arbori care vor fi unificati la fiecare etapa a algoritmului. Regula respectata este urmatoarea:
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Se identifica muchia de cost minim, nefolositd anterior, si care are varfurile extreme in doi
arbori disjuncti. In felul acesta, prin unirea celor doi arbori va rezulta tot un arbore (nu se vor crea
cicluri).

Sa privim modul de constructie al A.P.M. cu ajutorul algoritmului lui Kruskal pe graful luat ca
exemplu la prezentarea algoritmului lui Prim:
Vectorul Tree codifica arborii disjuncti astfel Tree[x]=y semnifica faptul ca varful x se afla in arborele
cu numarul de ordine Y.

Tree=(5,5,5,5,5,6) Tree=(5,5,5,5,5,5)

S-a obtinut un A.P.M plecand de la nodul 1, costul acestuia fiind 7.

In transcrierea algoritmului in pseudocod, multimea A desemneazi muchiile arborelui de
acoperire minima. Subprogramul reuneste(x,y) realizeazi unificarea arborilor disjuncti in care se
regdsesc nodurile X si Y.

1 | Kruskal (G=(V,E,cost)) //complexitate O (N*M)
2 A~ J; //lista muchilor din A.P.M
3 pentru orice varf i din V executa

4 L Tree[i] < i

5

6 | Sortare a listei muchiilor € E, crescator dupa cost
; rpentru fiecare (x,y) € E executa

9 daca Tree[x]#Treely] atunci

10 L AU {(x,¥)}; reuneste (x,y) ;

11

12

13 returneaza A

Implementarea in limbaj a algoritmului lui Kruskal, prezentata in continuare, ia in considerare
urmatoarele declaratii:
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#define pb push back // O(MlogN + MlogM)
#define f first //utilizand paduri disjuncte
#define s second

#define mp make pair

using namespace std;
int N, M, T[200010], x, y, c, 1;

vector <pair <int, int> > Sol;
vector <pair <int, pair <int, int> > > L;

Vectorul T are aceeasi semnificatie ca a vectorului Tree prezentat anterior in exemplu si in

pseudocod.

int Rad(int nod)
{
if (T[nod] != nod)
T[nod] = Rad(T[nod]);
return T[nod];

}

int main ()

{

scanf ("%d %d", &N, &M);
for (i = 0; 1 < M; i++){

int %, vy, c;

scanf ("%d %d %d", &x,&y,&c);
L.pb(mp(c, mp(x, y)));

}

sort (L.begin(), L.end());

for (int i = 0; 1 <= N; i++4)
T[i]=1;
int Cost = 0;
for (i = 0; 1 < M; i++){
int nl = L[i].s.f;
int n2 = L[1i].s.s;
if (Rad(nl) != Rad(n2)) {
Cost += L[i]
Sol.pb (mp (n n2));
T[T[n2]] = [nllr

}

printf ("$d\n", Cost);
printf ("$d\n", Sol.size());
for (i=0;1i < Sol.size(); i++)
printf ("$d %d\n", Sol[i].f, Sol[i].s):

return 0;
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#include <stdio.h> //O(M*N)
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#define MAX N 101

#define MAX M 1001

#define INF 0x3f3f

struct muchie

{ int x, y, c;} e[MAX M];
int N, M, T[MAX N], cost;

void reuneste(int i, int j)

{

int k;

i=T[i];

Jo=T[31:

if (i == j) return;

J
for (k = 1; k <= N; k++)
if (T[k] == i) TI[k] = j;}

int comp muchie (const void *i,

{
}

const void *j)
return ((int *) i) [2] -
((int *) 3J)[2];

void kruskal (void)

{

int i, j, k, c;

gsort (e, M, sizeof(e[0]),

comp_muchie) ;

for (i=1;1i<=N;i++) T[i]=i;

for (k = 0; k < M; k++){
i ==¢elk]l.x; J =-¢elk]l.y
c = elk].c;
if (T[i]1==T[j]) continue;

reuneste (i, J);

cost += c;

printf("%d %d %d\n",i,3j,c);
}

printf ("Cost minim = %d\n",

cost) ;
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10. Puncte de articulatie - critice

Un nod dintr-un graf G=(V, E) neorientat conex este punct de articulatie (critic), daca si numai
daca prin eliminarea lui, impreuna cu muchiile incidente acestuia, se pierde proprietatea de conexitate.
Realizati un program care determind multimea punctelor critice dintr-un graf.

Solutie:
Determinarea multimii punctelor de articulatie poate fi realizatd printr-un algoritm liniar

(O(m+n)). Acesta are la bazad o parcurgere DF in care se retin mai multe informatii despre fiecare nod,
informatii care vor conduce, in final, la identificarea punctelor de articulatie.

Pentru un nod xeV se vor identifica;

- numarul nivelului atins in parcurgerea DF, memorat in vectorul nv pe pozitia X (nv[x]);

- numirul minim al nivelului care poate fi atins din x folosind descendentii sii si cel mult o muchie de
intoarcere. Intuitiv este vorba de “cel mai de sus” nivel care poate fi atins din X prin intermediul
muchiilor de intoarcere accesibile din el sau din descendentii lui. Acest numar va fi retinut in vectorul L

pe pozitia X (L[X]);

- varful parinte in arborele DF, retinut in vectorul t pe pozitia x (t[X]).

Daca dintr-un nod X din graf nu se poate ajunge pe un nivel strict mai mic decat al tatdlui sau din
arborele DF (nv[t[x]] < L[x]), atunci t[x] este punct de articulatie; eliminarea acestuia, impreund cu
muchiile adiacente, ar duce la izolarea nodului x.

Consideram graful din figura alaturata.
El contine doud puncte de articulatie:
nodul 3 si nodul 5.

Arborele DF al acestuia cu radacina in
nodul 1 are patru nivele:

k DS Nivel 1 Vectorii:
/ [ S Nivel 2 t=(0,5,1,6,3,3)

// E‘/ S Nivel 3
lﬂ \i!|< ______ Nivel 4

nv=(1,4,2,4,3,3)
1=(1,4,1,2,1,2)
L[3]=1 deoarece nivelurile minime atinse de descendentii sai sunt:

— nivelul 2 pentru nodul 4 (L[4]=2);
— nivelul 1 pentru nodul 5 (L[5]=1);
— nivelul 2 pentru nodul 6 (L[6]=2);
— nivelul 4 pentru nodul 2 (L[2]=4).

Nivelul minim atins din nodul 3 prin intermediul descendentilor sai si al unei
muchii de intoarcere este nivelul 1 (L[3]=1).

Cum pentru nodul 3 exista descendentul direct nodul 6, care nu poate atinge un nivel mai mic
decat cel pe care este situat el, rezultd ca 3 este punct de articulatie. Analog pentru nodul 5.

De retinut ca nodul radacina al arborelui DF este punct de articulatie daca are mai mult de un
singur descendent direct.
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Implementarea in limbaj a subprogramului df ce identifica multimea punctelor critice, prezentata
in continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:

const MAX N=1001;
type plista="lista;
lista=record nod:integer;
urm:Plista;
end;

var G:array[0..max n]of plista;
t,L,nv:array[0..max n]of integer;
rad,nr,i,n,m:integer;
c,u:array[0..max n]of byte;

#include <stdio.h>
#define MAX N 1001
struct lista

{ int nod;
lista *urm;
} *G[MAX N]J;
int N, M, T[MAX NJ], L[MAX NI,
nv[MAX N], rad, nr;
char U[MAX N], c[MAX NJ;

Vectorul C va retine pentru fiecare nod, valoarea 0 dacd nodul este critic si 1, in caz contrar. Vectorul U

codifica, in timpul parcurgerii DF, starea u

nui nod: vizitat sau nevizitat.

Variabila nr contorizeaza numarul de descendenti ai nodului considerat radacina in parcurgerea DF.

Graful G se considerd a fi memorat cu ajutorul listelor de adiacenta.

1 Ce.

2 procedure df (nod:integer);

3 | var p:plista;

4 | begin

5 Ulnod] :=1;

6 L[nod] :=nv[nod];

7 p:=G[nod];

8 while p<>nil do begin

9 if (U[p”.nod]=0) then begin
10 nv[p”.nod] := nv[nod]+1;

11 T[p”.nod] := nod;

12 if (nod =rad) then inc(nr);
13 DF (p”.nod) ;

14 if (L[nod]>L[p”.nod]) then
15 L[nod] = L[p”.nod];

16 if (L[p”.nod]>=nv[nod])then
17 cl[nod] := 1;

18 end

19 else

20 if (p”.nod <>T[nod])and

21 (L[nod] > nv[p”.nod])then
22 L[nod]:= nv[p”.nod];
23 p:=p”.urm;

24 end;

25 | end;

26

27 | begin

28 citeste graf;

29 for i:=1 to n do

30 if ul[i]=0 then begin

31 nv[i]:=1;

32 rad:=i;

33 nr:=0;

34 DF (1) ;

35 if nr>1 then clrad]:=1

36 else c[rad]:=0;

37 end;

38 for i:=1 to n do

39 if c[i]<>0 then write(di,' ');
40 | end.

2. Muchii critice — pungi

void DF (int nod)

}

int main (void)
{int 1i;
citeste graf();
for (1 = 1; i <= N;
if (!'U[1])
{nv[i] =
rad i;
nr 0;
DF (1) ;
cl[rad]

1;

nr > 1;

}

for (i = 1;

return 0;

i <= N;
if (c[i]) printf("%d ",

{lista *p;
Ulnod] = 1;
L[nod] = nv[nod];
for (p = G[nod]; p != NULL;
P = p->urm)
if (!U[p->nod]) {
nv|[p->nod] = nv[nod]+1l;
T [p->nod] = nod;
if (nod == rad) nr++;
DF (p->nod) ;
if (L[nod] > L[p->nod])
L[nod] = L[p->nod];
if (L[p->nod] >= nv[nod])
c[nod] = 1;
}
else
if (p->nod != T[nod] &&
L[nod] > nv[p->nod])
L[nod] = nv[p->nod];

i++)

i++)

O muchie dintr-un graf G=(V, E) neorientat conex este punte (muchie criticd), daca si numai
daca, prin eliminarea sa, se pierde proprietatea de conexitate. Realizati un program care determina
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multimea muchiilor critice dintr-un graf.

Solutie:

Determinarea multimii puntilor poate fi realizata printr-un algoritm liniar (O(m+n)). Acesta are
la baza o parcurgere DF in care se retin mai multe informatii despre fiecare nod, informatii care vor
conduce, in final, la identificarea puntilor.

Pentru un nod xeV se vor identifica:

- numarul nivelului atins in parcurgerea DF, memorat in vectorul nv pe pozitia X (nv[x]);

- numarul minim al nivelului care poate fi atins din x folosind descendentii sai si cel mult o muchie de
intoarcere. Intuitiv este vorba de “cel mai de sus” nivel care poate fi atins din x prin intermediul
muchiilor de intoarcere accesibile din el sau din descendentii Iui. Acest numar va fi retinut in vectorul L
pe pozitia X (L[X]);

- varful parinte in arborele DF, retinut in vectorul t pe pozitia x (t[X]).

O observatie necesara este ca muchiile de intoarcere din arborele DF nu pot fi muchii critice,
deoarece acestea inchid un ciclu, iar eliminarea lor nu strica proprietatea de conexitate. Asadar, singurele
muchii care vor fi verificate sunt muchiile de arbore. Daca dintr-un nod x din graf nu se poate ajunge pe
un nivel mai mic sau egal decat al tatdlui sau din arborele DF (nv[t[x]] < L[x]), atunci muchia (t[x], X)
este critica.

Consideram graful din figura alaturata.
El contine o muchie critica Iintre
nodurile 2 si 5.

Arborele DF al acestuia cu rddacina in
nodul 1 are patru nivele:

(1l Nivel 1 Vectorii:
/ P Nivel 2 t=(0,5,1,6,3,3)

/ /

/ /
E" P Nivel 3
I!I \i!I P SR Nivel 4

nv=(1,4,2,4,3,3)
L=(1,4,1,2,1,2)

Nivelul minim atins din nodul 2 prin intermediul descendentilor sii si al unei
muchii de intoarcere este nivelul 4 (L[2]=4), iar nivelul predecesorului sau (nodul
5) este 3 (nv[t[2]] = 3).

Implementarea in limbaj a subprogramului DF ce identificd mulfimea muchiilor critice,
prezentatd in continuare, ia In considerare urmatoarele declaratii:

const MAX N=1001; #include <stdio.h>

type plista="lista; #define MAX N 1001
lista=record struct lista {

nod:integer;c:boolean;urm:Plista; int nod; char c;

end; lista *urm;

var G:array[0..max n]of plista; } *G[MAX_NJ;

t,L,nv:array[0..max n]of integer; int N, M, T[MAX N], L[MAX NJ,

i,n,m:integer; p:plista; nv [MAX_NJ;

u:array[0..max n]of byte; char U[MAX_NJ;

Vectorul U codifica, in timpul parcurgerii DF, starea unui nod: vizitat sau nevizitat.
Graful G se considera a fi memorat cu ajutorul listelor de adiacenta, iar pentru fiecare element

din listele de adiacenta se va memora o variabila de tip boolean(Pascal)/char (C/C++) care va fi true/l
dacd muchia respectiva este critica.
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procedure df (nod:integer); void DF (int nod)

var p:plista; {lista *p;
begin Ulnod] = 1;
Ulnod] :=1; L[nod] = nv[nod];
L[nod] :=nv[nod]; for (p = G[nod]; p != NULL;
p:=G[nod]; P = p->urm)
while p<>nil do begin if (!U[p->nod]) {
if (U[p”.nod]=0) then begin nv[p->nod] = nv[nod]+1;
nv[p~.nod]:= nv[nod]+1; T[p->nod] = nod;
T[p”.nod] := nod; DF (p—->nod) ;
DF (p”.nod) ; if (L[nod] > L[p->nod])
if (L[nod]>L[p”.nod]) then L[nod] = L[p->nod];
L[nod] := L[p”~.nod]; if (L[p->nod] > nv[nod])
if (L[p”.nod]>nv[nod])then p->c = 1;
pt.c := true; }
end else
else if (p->nod != T[nod] &&
if (p”.nod <>T[nod])and L[nod] > nv[p->nod])
(L[nod] > nv[p”.nod])then L[nod] = nv[p->nod];
L[nod] := nv[p”.nod]; }
p:=p”.urm;
end; int main (void)
end; {int 1i;
lista *p;
begin citeste graf();
for (i i <= N; i++)

citeste graf; }

for i:=1 to n do if (1U[i])
if u[i]=0 then { nvm =1;
begin F(i)7
nv[i]:=1; } ) )
DF (1) ; for (1 = 1; 1 <= N; i++)
end; for (p = G[i]; p != NULL;
for i:=1 to n do p = p->urm) if (p->c)
begin printf ("%d %d\n", i, p->nod);
p:=G[i]; return 0;
while p<>nil do }
begin
if p”.c then
write(i,"' ',p”.nod);
p:=p”.urm;
end;
end;
end.
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3. Componente biconexe

Prin definitie, un graf G=(V, E) este biconex dacd nu contine puncte de articulatie. Prin
componenta biconexa se intelege un subgraf maximal in raport cu proprietatea de biconexitate. Realizati
un program care determind muchiile fiecarei componente biconexe a unui graf.

Solutie:

Algoritmul de determinare a componentelor biconexe are la baza parcurgerea DF a grafului, de
aici i complexitatea liniard a acestuia (O(m+n)). De fapt, algoritmul este o extensie a algoritmului
pentru determinarea punctelor de articulatie:

- parcurgerea DF pentru determinarea numarului minim al nivelului care poate fi atins din fiecare nod
folosind descendentii acestuia si cel mult o muchie de intoarcere. Aceste numere vor fi retinute in
vectorul L pe pozitia X (L[X]).

- In timpul parcurgerii DF se vor afisa muchiile din fiecare componenta biconexad. Aceastd operatie se
va realiza memorandu-se explicit o stiva cu muchiile parcurse. Cand se determina un nod X din graf
care nu poate ajunge pe un nivel strict mai mic decat al tatdlui sau din arborele DF (nv[t[x]] < L[x]),
se va afisa 0 noud componenta biconexd. Ea va fi formata din muchiile din stiva, operatia de
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extragere din stiva se opreste la gasirea muchiei (t[x], x) in varful stivei.

Considerand ca exemplu graful urmétor, se vor obtine trei componente biconexe:

Niv 1
Niv 2
Niv 3
Niv 4
b)
Pasul 1:

In momentul gasirii nodului 6 care nu
poate ajunge mai sus, stiva contine:
st=((1,3),(3,6),(4,6),(3,4)).

Se elimina muchii din stiva pana la
gdsirea muchiei (1[6],6)=(3, 6).

La final stiva va contine:

st=((1.3))

Pasul 2:

Se gaseste nodul 2 care nu poate ajunge
mai sus:

st=((1,3),(3,5).(2.5))

Se afiseaza componenta biconexa
formata din succesiunea de muchii pana
la muchia (2,5).

La final stiva va contine:

St:((113)1(315))

Implementarea in limbaj a subprogramului DF care identifici componentele biconexe, prezentata in

Dupa parcurgerea DF se vor obtine
vectorii:

t=(0,5,1,6,3,3)

nv=(1,4,2,4,3,3)

L=(1,4,1,2,1,2)

Pasul 3:

Se gaseste nodul 3 care nu poate ajunge
mai sus:

st=((1,3),(3,5),(1,5))

Se afiseaza componenta biconexa
formata din succesiunea de muchii pana
la muchia (1,3).

Pasul 4:
Stiva vida, algoritmul ia sfarsit.

continuare, ia in considerare urmatoarele declaratii:

const MAX N=101; MAX M=1001;

type plista="lista;
lista=record
nod:integer; urm:plista;

end;

var G:array[0..MAX N]of Plista;

U,T,L,nv:array[0..MAX N]of

integer;

st:array[0..MAX M,0..2]0of

integer;

lung,N,M:integer;

#include <stdio.h>
#define MAX N 101
#define MAX M 1001
struct lista
{ int nod;
lista *urm; } *G[MAX N]J;
int N, M, T[MAX N], L[MAX NJ,
nv[MAX N], st[MAX M][2], lung;
char U[MAX N]J;

Vectorul U codificd, in timpul parcurgerii DF, starea unui nod: vizitat sau nevizitat.
Subprogramele push() si pop() implementeaza operatiile de introducere, respectiv extragere din stiva a
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muchii.

procedure push (i, j:integer);
begin
st[lung] [0] :=1i;st[lung,1]:=]j;
inc (lung);
end;
procedure pop (var i,7j:integer);
begin
dec (lung); i:=st[lung,0];
j:=st[lung][1];
end;
procedure DF (nod:integer);
var p:plista; x,y:integer;
begin
Ulnod] :=1;
L[nod] := nv[nod];
p:=G[nod];
while p<>nil do begin
if (p”.nod<>T[nod])and
(nv[nod]>nv[p”~.nod]) then
push (p”.nod, nod) ;
if U[p”.nod]=0 then begin
nv[pA.nod]:=nv[nod]+1;

T[p nod] = nod;
DF (p”.nod) ;
if (L[nod]>L[p”.nod]) then
L[nod]:= L[p”~.nod];
if (L[p”.nod]>=nv[nod])then
begin
repeat
pop(x, y);
write('('!X!' 'rYr') ');
until not ( (x<>nod)or
(y<>p”.nod))

or not ((x<> p”.nod)
or (y<>nod));
writeln;
end;
end else
if (p”.nod<>T[nod])and
(L[nod]>nv[p”.nod]) then
L[nod] := nv[p”.nod];
p:=p”.urm;
end;
end;

void push(int i, int j)
{
tllung] [0] = i;
t[lung++] [1] = 3;
}
void pop(int *i, int *j)
{
*i = st[--1lung] [0];
*j = st[lung]l[1l];
}
void DF (int nod)

{

lista *p;
int x, y;
U[lnod] = 1; L[nod] = nv[n d],
for (p = G[nod]; p != NUL
P = p->urm)
{if (p->nod != T[nod] &&

nv[nod] > nv[p->nod])
push (p—->nod, nod);
if (!Ul[p->nod])

{nv[p->nod] = nv[nod]+

T[p->nod] = nod;

DF (p->nod) ;

if (L[nod] > L[p->nod])
L[nod] = L[p->nod];

if (L[p->nod] >= nv[nod])

{do

{
pop (&x, &Y);
printf (" (%d sd) ", x, y);

} while ((x != nod ||
y != p->nod)
&& (x !'= p->nod ||
y != nod));
printf ("\n");}
}
else
if (p->nod != T[nod] &&
L[nod] > nv[p->nod])
L[nod] = nv[p->nod];
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